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Ρεχυρσιϖε ριγητ−ταιλεδ υνιτ ροοτ τεστσ φορ αν εξπλοσιϖε
ασσετ πριχε βυββλε
Dαϖιδ Ι. Ηαρϖεψψ, Στεπηεν ϑ. Λεψβουρνεψ ανδ Ροβερτ Σολλισψψ
ψΣχηοολ οφ Εχονοmιχσ, Υνιϖερσιτψ οφ Νοττινγηαm
ψψΝεωχαστλε Υνιϖερσιτψ Βυσινεσσ Σχηοολ
Οχτοβερ 2013
Αβστραχτ
Ιν τηισ παπερ ωε χοmπαρε τηε λοχαλ ασψmπτοτιχ ανδ νιτε σαmπλε ποωερ οφ τωο
ρεχεντλψ προποσεδ ρεχυρσιϖε ριγητ−ταιλεδ Dιχκεψ−Φυλλερ−τψπε τεστσ φορ αν εξπλοσιϖε
ρατιοναλ βυββλε ιν ασσετ πριχεσ. Ιτ ισ σηοων τηατ τηε ποωερ οφ τηε τωο τεστσ χαν διφ−
φερ συβσταντιαλλψ δεπενδινγ ον τηε λοχατιον οφ τηε εξπλοσιϖε ρεγιmε, ανδ ωηετηερ
συχη α ρεγιmε ενδσ ιν χολλαπσε. Σινχε τηισ ινφορmατιον ισ τψπιχαλλψ υνκνοων το
τηε πραχτιτιονερ, ωε προποσε α υνιον οφ ρεϕεχτιονσ στρατεγψ τηατ χοmβινεσ ινφερ−
ενχε φροm τηε τωο ινδιϖιδυαλ τεστσ. Wε νδ τηατ, φορ α γιϖεν σπεχιχατιον οφ τηε
εξπλοσιϖε ρεγιmε, τηε υνιον οφ ρεϕεχτιονσ στρατεγψ αλωαψσ ατταινσ ποωερ χλοσε το
τηε βεττερ οφ τηε ινδιϖιδυαλ τεστσ χονσιδερεδ. Αν εmπιριχαλ ιλλυστρατιον υσινγ τηε
Νασδαθ χοmποσιτε πριχε ινδεξ ισ αλσο προϖιδεδ.
Κεψωορδσ: Ρατιοναλ βυββλε; Εξπλοσιϖε αυτορεγρεσσιον; Υνιτ ροοτ τεστινγ.
ϑΕΛ Χλασσιχατιον: Χ22; Χ12; Γ14.
1 Ιντροδυχτιον
Α συβσταντιαλ βοδψ οφ τηεορετιχαλ ανδ εmπιριχαλ ρεσεαρχη εξιστσ ον στατιστιχαλλψ τεστινγ
φορ εξπλοσιϖε ασσετ πριχε βυββλεσ. Μυχη οφ τηισ λιτερατυρε ηασ χονχεντρατεδ ον τηε χλασσ
οφ ∴ρατιοναλ∀ εξπλοσιϖε ασσετ πριχε βυββλεσ ωηερε, δεσπιτε τηε ασσετ βεινγ οϖερϖαλυεδ,
ιτ ισ στιλλ ρατιοναλ φορ ινϖεστορσ το βυψ αδδιτιοναλ υνιτσ βεχαυσε οφ τηε ρετυρνσ αϖαιλαβλε
ρελατιϖε το τηε ρισκ−φρεε δισχουντ ρατε. Ορτηοδοξ νανχιαλ τηεορψ συγγεστσ τηατ τηε
πρεσενχε οφ εξπλοσιϖε ρατιοναλ ασσετ πριχε βυββλεσ σηουλδ βε ρελατιϖελψ εασψ το υνχοϖερ
Χορρεσπονδενχε το: Ροβερτ Σολλισ, Νεωχαστλε Υνιϖερσιτψ Βυσινεσσ Σχηοολ, Νεωχαστλε Υνιϖερσιτψ, 5
Βαρραχκ Ροαδ, Νεωχαστλε υπον Τψνε, ΝΕ1 4ΣΕ, Υνιτεδ Κινγδοm. Εmαιλ: ροβερτ.σολλισ≅νχλ.αχ.υκ
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υσινγ σιmπλε εχονοmετριχ τεχηνιθυεσ. Χονσιδερ φορ εξαmπλε τηε στανδαρδ πρεσεντ ϖαλυε
mοδελ φορ τηε φυνδαmενταλ πριχε οφ α στοχκ Π φτ
Π φτ =
1Ξ
ι=1
(1 + ρ) ιΕτ(Dτ+ι)
ωηερεDτ δενοτεσ τηε διϖιδενδ ανδ ρ δενοτεσ τηε ρισκ−φρεε δισχουντ ρατε. Ιφ τηε τρανσϖερ−
σαλιτψ χονδιτιον λιm
ν!1
Ετ[(1+ρ)
 νΠτ+ν] = 0 ηολδσ, τηεν ιτ χαν βε σηοων ϖια τηε στανδαρδ
νο αρβιτραγε χονδιτιον τηατ τηε χυρρεντ πριχε οφ τηε στοχκ Πτ ωιλλ βε εθυαλ το τηε φυν−
δαmενταλ πριχε Π φτ . Ηοωεϖερ ιφ τηε τρανσϖερσαλιτψ χονδιτιον αβοϖε δοεσ νοτ ηολδ αν
εξπλοσιϖε ρατιοναλ βυββλε χαν εξιστ ανδ τηε πριχε χαν βε δεχοmποσεδ ιντο τηε φυνδα−
mενταλσ χοmπονεντ Π φτ ανδ α βυββλε χοmπονεντ Βτ, ι.ε.
Πτ = Π
φ
τ +Βτ
ωηερε Βτ γροωσ ωιτη αν εξπεχτεδ γροωτη ρατε εθυαλ το ρ. Τηερε αρε ιννιτελψ mανψ
mοδελσ φορ Βτ τηατ σατισφψ τηισ χονδιτιον ανδ σο α δενιτιϖε τεστ φορ τηε πρεσενχε οφ
α παρτιχυλαρ τψπε οφ ρατιοναλ ασσετ πριχε βυββλε ισ νοτ φεασιβλε. Ηοωεϖερ, ιτ φολλοωσ
στραιγητφορωαρδλψ φροm τηε ρεπρεσεντατιον αβοϖε τηατ ιφ αν ασσετ πριχε ισ νοτ mορε
εξπλοσιϖε τηαν τηε φυνδαmενταλσ χοmπονεντ οφ τηε πριχε, τηεν α βυββλε δοεσ νοτ εξιστ.
Ιν σεmιναλ ωορκ ον τηισ ισσυε, δραωινγ ον τηε φαχτ τηατ αν εξπλοσιϖε σεριεσ ισ αλσο
εξπλοσιϖε ιν ρστ διερενχεσ, Dιβα ανδ Γροσσmαν (1988) προποσεδ τεστινγ τηε ηψποτηεσισ
οφ νο εξπλοσιϖε ρατιοναλ ασσετ πριχε βυββλε υσινγ στανδαρδ λεφτ−ταιλεδ Dιχκεψ−Φυλλερ (DΦ)
υνιτ ροοτ τεστσ αππλιεδ το στοχκ πριχε ανδ διϖιδενδσ σεριεσ ιν λεϖελσ ανδ ρστ διερενχεσ,
ωιτη τηε αβσενχε οφ αν εξπλοσιϖε ρατιοναλ βυββλε ινφερρεδ φροm α νδινγ οφ στατιοναριτψ
ιν τηε ρστ διερενχεσ οφ στοχκ πριχεσ.
Μορε διρεχτ αππροαχηεσ το ιδεντιφψινγ εξπλοσιϖε ρατιοναλ βυββλεσ ηαϖε συβσεθυεντλψ
βεεν προποσεδ, υσινγ ριγητ−ταιλεδ DΦ τεστσ το δετεχτ εξπλοσιϖε αυτορεγρεσσιϖε βεηαϖιουρ
ιν στοχκ πριχε σεριεσ. Ηαλλ ετ αλ. (1999) ινιτιαλλψ χονσιδερεδ αν αππροαχη βασεδ ον
Μαρκοϖ−σωιτχηινγ αυτορεγρεσσιϖε mοδελσ, βυτ mορε ρεχεντ ωορκ ιν τηισ αρεα ηασ φο−
χυσεδ ον υσινγ ρεχυρσιϖε DΦ−τψπε τεστσ. Σπεχιχαλλψ, Πηιλλιπσ ετ αλ. (2011) (ΠWΨ)
συγγεστ δετεχτινγ εξπλοσιϖε ρατιοναλ βυββλεσ υσινγ τηε συπρεmυm οφ α σετ οφ φορωαρδ
ρεχυρσιϖε DΦ τεστσ αππλιεδ το τηε ασσετ πριχε ανδ τηε ρελεϖαντ φυνδαmενταλσ σεριεσ, ωηιλε
Ηοmm ανδ Βρειτυνγ (2012) (ΗΒ) ρεχοmmενδ υσινγ τηε συπρεmυm οφ α σετ οφ βαχκωαρδ
ρεχυρσιϖε (DΦ−τψπε) Χηοω τεστσ φορ α χηανγε φροm υνιτ ροοτ το εξπλοσιϖε αυτορεγρεσσιϖε
βεηαϖιουρ. ΠWΨ συβσεθυεντλψ αδϖοχατε υσινγ τηειρ φορωαρδ ρεχυρσιϖε στατιστιχσ το χον−
στρυχτ α mετηοδ φορ τιmε−σταmπινγ τηε σταρτ ανδ ενδ δατεσ οφ τηε εξπλοσιϖε ρεγιmε; ΗΒ
συγγεστ αν αλτερνατιϖε mετηοδ φορ δατινγ τηε οριγινατιον οφ εξπλοσιϖε βεηαϖιουρ βασεδ
ον τηειρ βαχκωαρδ ρεχυρσιϖε αππροαχη.
Ιν τηισ παπερ ωε αναλψζε τηε ρελατιϖε λοχαλ ασψmπτοτιχ ανδ νιτε σαmπλε ποωερ
περφορmανχε οφ τηε ΠWΨ ανδ ΗΒ τεστσ το δετεχτ εξπλοσιϖε αυτορεγρεσσιϖε βεηαϖιουρ.
Τηε mαινταινεδ ηψποτηεσισ φορ τηε δατα ισ α ρανδοm ωαλκ προχεσσ, ωηιλε ουρ αλτερνατιϖε
ηψποτηεσεσ ϖαριουσλψ αλλοω φορ διερεντ τιmινγσ ανδ δυρατιονσ οφ α σινγλε εξπλοσιϖε
περιοδ. Σινχε ανψ βυββλε ιν στοχκ πριχεσ τηατ οριγινατεσ δυρινγ τηε σαmπλε περιοδ
υνδερ στυδψ mαψ αλσο τερmινατε πριορ το τηε ενδ οφ τηε σαmπλε, ποσσιβλψ ωιτη σοmε
2
φορm οφ χολλαπσε (σεε, φορ εξαmπλε, Εϖανσ, 1991), ωε ινχλυδε DΓΠ δεσιγνσ τηατ αλλοω
φορ συχη βεηαϖιουρ. Σπεχιχαλλψ, ιν αδδιτιον το εξπλοσιϖε περιοδσ τηατ ρυν υπ το τηε
ενδ οφ τηε σαmπλε, ωε χονσιδερ νον−χολλαπσινγ εξπλοσιϖε περιοδσ τηατ ρετυρν το ρανδοm
ωαλκ βεηαϖιουρ ατ σοmε ποιντ πριορ το τηε σαmπλε∋σ ενδ, ανδ αλσο χασεσ ωηερε τηε ποστ−
εξπλοσιϖε ρανδοm ωαλκ ρεγιmε ισ ρε−ινιτιαλιζεδ ατ ιτσ πρε−εξπλοσιϖε λεϖελ, mοδελλινγ α
βυββλε τηατ τερmινατεσ ωιτη ινσταντανεουσ χολλαπσε.
Τηε ρεσυλτσ φροm ουρ ασψmπτοτιχ ανδ νιτε σαmπλε σιmυλατιονσ αρε ιmπορταντ φορ
πραχτιτιονερσ ασ τηεψ ρεϖεαλ τηατ τηε ρελατιϖε περφορmανχε οφ τηε τεστσ χαν διερ θυιτε
δραmατιχαλλψ δεπενδινγ ον τηε λοχατιον ανδ τιmινγ οφ τηε εξπλοσιϖε ρεγιmε, ανδ αλσο
ωηετηερ ορ νοτ τηε εξπλοσιϖε περιοδ τερmινατεσ ιν χολλαπσε. Οϖεραλλ, ωε νδ τηατ τηε
ΠWΨ τεστ ισ βεττερ συιτεδ το δετεχτινγ εξπλοσιϖε ρεγιmεσ τηαν τηε ΗΒ τεστ ωηεν τηε
περιοδ οφ εξπλοσιϖενεσσ οχχυρσ εαρλψ ορ τοωαρδσ τηε mιδδλε οφ τηε σαmπλε, ωηιλε τηε
ΗΒ τεστ ισ βεττερ ωηεν τηισ ρεγιmε οχχυρσ τοωαρδσ τηε ενδ οφ τηε σαmπλε, προϖιδεδ
τηε εξπλοσιϖε περιοδ δοεσ νοτ ενδ ιν χολλαπσε. Τηεσε ρεσυλτσ ραισε τηε ιντερεστινγ ποσ−
σιβιλιτψ τηατ ωηεν τηε τιmινγ οφ τηε βυββλε ισ υνκνοων, ασ ιτ ωουλδ βε ιν πραχτιχε, α
χοmποσιτε τεστ βασεδ ον α υνιον οφ ρεϕεχτιονσ στρατεγψ αππλιεδ το τηε ΠWΨ ανδ ΗΒ
τεστ στατιστιχσ χουλδ ψιελδ βενετσ το πραχτιτιονερσ ρελατιϖε το ειτηερ οφ τηεσε τεστσ βεινγ
υσεδ ινδιϖιδυαλλψ. Τηισ τψπε οφ στρατεγψ, βασεδ ον ρεϕεχτινγ τηε νυλλ ηψποτηεσισ ιφ ανψ
οφ α νυmβερ οφ ινδιϖιδυαλ τεστσ ινδιχατε ρεϕεχτιον, ηασ πρεϖιουσλψ βεεν εmπλοψεδ ιν τηε
λιτερατυρε ον τεστινγ φορ α υνιτ ροοτ αγαινστ α στατιοναρψ αλτερνατιϖε, φορ εξαmπλε ωηεν
υνχερταιντψ εξιστσ ρεγαρδινγ τηε πρεσενχε οφ α τρενδ ιν τηε δατα, ορ ωηεν υνχερταιντψ
συρρουνδσ τηε νατυρε οφ τηε ινιτιαλ ϖαλυε οφ τηε σεριεσ (σεε Ηαρϖεψ ετ αλ., 2009, 2012).
Wε προποσε συχη α στρατεγψ ινϖολϖινγ τηε ΠWΨ ανδ ΗΒ τεστσ ωηιχη ισ ασψmπτοτιχαλλψ
χορρεχτλψ σιζεδ υνδερ τηε νυλλ ηψποτηεσισ, ανδ χοmπαρε ιτσ ποωερ περφορmανχε ωιτη τηατ
οφ τηε ινδιϖιδυαλ τεστσ υσινγ λοχαλ ασψmπτοτιχ ανδ νιτε σαmπλε σιmυλατιονσ. Wε νδ
τηατ, φορ α γιϖεν σπεχιχατιον οφ τηε εξπλοσιϖε ρεγιmε, τηε υνιον οφ ρεϕεχτιονσ αππροαχη
δισπλαψσ ποωερ χλοσε το τηε βεττερ οφ τηε ινδιϖιδυαλ ΠWΨ ανδ ΗΒ τεστσ.
Τηε νεξτ σεχτιον οφ τηε παπερ βριεψ ουτλινεσ τηε οριγιναλ ΠWΨ ανδ ΗΒ τεστσ.
Σεχτιον 3 πρεσεντσ ουρ mοδελ, δεριϖεσ τηε λοχαλ ασψmπτοτιχ διστριβυτιονσ οφ τηε τεστσ, ανδ
δισχυσσεσ τηε ρεσυλτσ φροm ουρ ασψmπτοτιχ σιmυλατιονσ το ασσεσσ τηε ποωερ οφ τηε οριγιναλ
τεστσ ωηεν εξπλοσιϖε περιοδσ οφ ϖαρψινγ τιmινγσ ανδ δυρατιονσ αρε πρεσεντ. Σεχτιον 4
ρεπορτσ τηε νδινγσ οφ ουρ νιτε σαmπλε σιmυλατιονσ, ωηερε α χλοσε χορρεσπονδενχε το τηε
ασψmπτοτιχ ρεσυλτσ ισ σεεν. Σεχτιον 5 δεταιλσ τηε υνιον οφ ρεϕεχτιονσ στρατεγψ προποσεδ
ανδ εϖαλυατεσ τηε ασψmπτοτιχ ανδ νιτε σαmπλε ποωερ οφ τηισ αππροαχη ρελατιϖε το
τηατ οφ τηε ινδιϖιδυαλ ΠWΨ ανδ ΗΒ τεστσ. Σεχτιον 6 αππλιεσ τηε τεστσ το τηε Νασδαθ
χοmποσιτε πριχε ινδεξ, ανδ Σεχτιον 7 χονχλυδεσ. Τηε φολλοωινγ νοτατιον ισ υσεδ: βχ∋
δενοτεσ τηε ιντεγερ παρτ, 
δ
!∋ δενοτεσ ωεακ χονϖεργενχε, 
π
!∋ δενοτεσ χονϖεργενχε ιν
προβαβιλιτψ, ανδ Ι(:) δενοτεσ τηε ινδιχατορ φυνχτιον.
2 Ρεχυρσιϖε ριγητ−ταιλεδ υνιτ ροοτ τεστσ
Χονσιδερ αν οβσερϖεδ τιmε σεριεσ ψτ, τ = 1; :::; Τ , ωηερε ουρ ιντερεστ φοχυσεσ ον τεστινγ
τηε νυλλ τηατ ψτ φολλοωσ α υνιτ ροοτ ΑΡ(1) προχεσσ τηρουγηουτ τηε φυλλ σαmπλε, αγαινστ
τηε αλτερνατιϖε τηατ ψτ βεηαϖεσ ασ αν εξπλοσιϖε ΑΡ(1) προχεσσ φορ ατ λεαστ σοmε συβ−
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περιοδ οφ τηε σαmπλε. Ιν τηισ χοντεξτ, ανδ ιν τηε αβσενχε οφ κνοωλεδγε χονχερνινγ
τηε τιmινγ οφ ανψ ποτεντιαλ εξπλοσιϖε βεηαϖιουρ, ΠWΨ προποσε α τεστ βασεδ ον τηε
συπρεmυm οφ ρεχυρσιϖε ριγητ−ταιλεδ DΦ τεστσ. Σπεχιχαλλψ, τηε τεστ στατιστιχ ισ γιϖεν βψ
ΠWΨ = συπ
2[0;1]
DΦ 
ωηερε DΦ  δενοτεσ τηε στανδαρδ DΦ τεστ, τηατ ισ τηε τ−ρατιο ον ⊥ ιν τηε ττεδ ορδιναρψ
λεαστ σθυαρεσ (ΟΛΣ) ρεγρεσσιον
ψτ = ⊥ + ⊥ΠWΨ ψτ 1 + ⊥∀τ (1)
χαλχυλατεδ οϖερ τηε συβ−σαmπλε περιοδ τ = 1; :::; βΤ χ, ι.ε.
DΦ  =
⊥
ΠWΨθ
⊥2
ΠWΨ
ΠβΤ χ
τ=2 (ψτ 1   ψ )
2
ωηερε ψ = (βΤ χ   1)
 1
ΠβΤ χ
τ=2 ψτ 1 ανδ ⊥
2
ΠWΨ
= (βΤ χ   3) 1
ΠβΤ χ
τ=2 ⊥∀
2
τ . Τηε ΠWΨ
στατιστιχ ισ τηερεφορε τηε συπρεmυm οφ α σεθυενχε οφ φορωαρδ ρεχυρσιϖε στατιστιχσ ωιτη
mινιmυm σαmπλε λενγτη β 0Τ χ.
ΗΒ προποσε αν αλτερνατιϖε αππροαχη, βασεδ ον τηε συπρεmυm οφ ρεχυρσιϖε Χηοω
τεστσ. Ασσυmινγ α στρυχτυρε φορ τηε αλτερνατιϖε ηψποτηεσισ τηατ σπεχιεσ ψτ ασ α υνιτ
ροοτ προχεσσ υπ το σοmε χηανγε−ποιντ βΤ χ, ανδ εξπλοσιϖε τηερεαφτερ, τηεψ χονσιδερ
στρυχτυραλ χηανγε τεστσ βασεδ ον τηε ττεδ φυλλ−σαmπλε ΟΛΣ ρεγρεσσιον
∼ψτ = ⊥ΗΒΙ(τ > βΤ χ)∼ψτ 1 + ⊥ετ (2)
ωηερε, ιν τηε χασε ωηερε τηε σεριεσ ισ περmιττεδ το ηαϖε α νον−ζερο mεαν, ∼ψτ = ψτ   ψ
(ι.ε. φυλλ−σαmπλε ΟΛΣ δεmεανεδ). Τηε Χηοω (DΦ−τψπε) στατιστιχ ιν τηισ σεττινγ ισ γιϖεν
βψ τηε τ−ρατιο ον ⊥
ΗΒ
, ωηιχη ωε δενοτε βψ Χ :
Χ =
⊥
ΗΒθ
⊥2
ΗΒ
ΠΤ
τ=βΤ χ+1 ∼ψ
2
τ 1
ωηερε ⊥2
ΗΒ
= (Τ   2) 1
ΠΤ
τ=2 ⊥ε
2
τ . ΗΒ τηεν προποσε τηε τεστ στατιστιχ
ΗΒ = συπ
2[0;1 0]
Χ
ι.ε. τηε συπρεmυm οφ α σεθυενχε οφ βαχκωαρδ ρεχυρσιϖε στατιστιχσ, ωιτη mινιmυm ποτεν−
τιαλ εξπλοσιϖε ρεγιmε λενγτη β 0Τ χ. Βοτη τηε ΠWΨ ανδ ΗΒ στατιστιχσ χαν βε αδϕυστεδ
το αχχουντ φορ αδδιτιοναλ σεριαλ χορρελατιον ιν ψτ ϖια τηε υσυαλ λαγγεδ διερενχε αυγ−
mεντατιον το τηε DΦ−τψπε ρεγρεσσιονσ (1) ανδ (2).
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3 Μοδελ ανδ ασψmπτοτιχ ρεσυλτσ
Το εϖαλυατε τηε περφορmανχε οφ ΠWΨ ανδ ΗΒ ιν δετεχτινγ εξπλοσιϖε, ανδ ποτεντιαλλψ
χολλαπσινγ, βυββλε βεηαϖιουρ, ωε ωιλλ χονσιδερ τηε φολλοωινγ mοδελ
ψτ =
8<
:
ψτ 1 + ϖτ τ = 2; :::; β 1Τ χ
(1 + )ψτ 1 + ϖτ τ = β 1Τ + 1χ; :::; β 2Τ χ
ψτ 1 + ϖτ τ = β 2Τ + 2χ; :::; Τ
(3)
ωιτη   0, ψ1 = ϖ1 ανδ ψβ2Τ χ+1 = ψβ2Τ χ + ϖβ2Τ χ+1 + ψ

Ι( > 0). Ηερε, ϖτ ισ
ασσυmεδ το φολλοω α mαρτινγαλε διερενχε σεθυενχε ωιτη χονδιτιοναλ ϖαριανχε 2 ανδ
συπτΕ(∀
4
τ ) <1, ωιτη ϖ1 = οπ(Τ
 1=2).
Τηισ DΓΠ ιmποσεσ α υνιτ ροοτ ον ψτ υπ το τιmε β 1Τ χ, αφτερ ωηιχη ψτ ισ εξπλοσιϖε
ωηεν  > 0 υντιλ τιmε β 2Τ χ. Ιν τηε τηιρδ ρεγιmε, τηε σεριεσ ρεϖερτσ το υνιτ ροοτ
βεηαϖιουρ, ανδ ωε χονσιδερ τωο σπεχιχατιονσ φορ τηε ινιτιαλιζατιον οφ τηισ λαττερ ρεγιmε:
Χασε 1. ψ = 0, σο τηατ τηε υνιτ ροοτ προχεσσ ισ ινιτιαλιζεδ ατ τηε λαστ ϖαλυε οφ τηε
εξπλοσιϖε ρεγιmε; ανδ Χασε 2. ψ = ψβ1Τ χ   ψβ2Τ χ, ωηερε τηε ναλ υνιτ ροοτ ρεγιmε
ισ ινιτιαλιζεδ ατ τηε ποιντ πριορ το τηε εξπλοσιϖε περιοδ, mοδελλινγ τηε χασε ωηερε τηε
εξπλοσιϖε βυββλε χολλαπσεσ ανδ τηε λεϖελ οφ τηε σεριεσ ρεϖερτσ το ιτσ πρε−εξπλοσιϖε ϖαλυε,
χφ. εθυατιον (14) ιν ΠWΨ ανδ τηε συβσεθυεντ δισχυσσιον τηερειν. (Νοτε τηατ τηε ψ
αδϕυστmεντ πλαψσ νο ρολε ωηεν  = 0.) Wε δενε τηε νυλλ ανδ αλτερνατιϖε ηψποτηεσεσ
Η0 :  = 0 ανδ Η1 :  > 0.
Φορ λοχαλ αλτερνατιϖε ηψποτηεσεσ οφ τηε φορm  = χ=Τ , χ > 0, τηε φολλοωινγ Τηεορεm
γιϖεσ τηε ασψmπτοτιχ προπερτιεσ οφ ΠWΨ ανδ ΗΒ.
Τηεορεm 1
(ι) Φορ Χασε 1,
ΠWΨ
δ
! συπ
2[0;1]
Ρ 
0
∼Κχ;1;2(ρ)δΚχ;1;2(ρ)θΡ 
0
∼Κχ;1;2(ρ)
2δρ
 ΛΠWΨχ;1;2 ;
ΗΒ
δ
! συπ
2[0;1 0]
Ρ 1

Κχ;1;2(ρ)δΚχ;1;2(ρ)θΡ 1

Κχ;1;2(ρ)
2δρ
 ΛΗΒχ;1;2
ωηερε
∼Κχ;1;2(ρ) = Κχ;1;2(ρ) 
1
ρ
Ρ ρ
0
Κχ;1;2(σ)δσ;
Κχ;1;2(ρ) = Κχ;1;2(ρ) 
Ρ 1
0
Κχ;1;2(σ)δσ
ωιτη
Κχ;1;2(ρ) =
8<
:
W (ρ) ρ   1
ε(ρ 1)χW ( 1) +
Ρ ρ
1
ε(ρ σ)χδW (σ)  1 < ρ   2
ε(2 1)χW ( 1) +
Ρ 2
1
ε(2 σ)χδW (σ) +W (ρ) W ( 2) ρ >  2
ανδ W (ρ) α στανδαρδ Βροωνιαν mοτιον προχεσσ.
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(ιι) Φορ Χασε 2,
ΠWΨ
δ
! συπ
2[0;1]
Ρ 
0
∼Κχ;1;2(ρ)δΚ

χ;1;2
(ρ)θ
χ;1;2()
Ρ 
0
∼Κχ;1;2(ρ)
2δρ
 ΛΠWΨχ;1;2 ;
ΗΒ
δ
! συπ
2[0;1 0]
Ρ 1

Κχ;1;2(ρ)δΚ

χ;1;2
(ρ)θ
χ;1;2(1)
Ρ 1

Κχ;1;2(ρ)
2δρ
 ΛΗΒχ;1;2
ωηερε
∼Κχ;1;2(ρ) = Κ

χ;1;2
(ρ)  1
ρ
Ρ ρ
0
Κχ;1;2(σ)δσ;
Κχ;1;2(ρ) = Κ

χ;1;2
(ρ) 
Ρ 1
0
Κχ;1;2(σ)δσ
ωιτη
Κχ;1;2(ρ) =
8<
:
W (ρ) ρ   1
ε(ρ 1)χW ( 1) +
Ρ ρ
1
ε(ρ σ)χδW (σ)  1 < ρ   2
W ( 1) +W (ρ) W ( 2) ρ >  2
ανδ
χ;1;2() =
(
1    2
1 +  1
η
φ1  ε(2 1)χγW ( 1) 
Ρ 2
1
ε(2 σ)χδW (σ)
ι2
 >  2
:
Ρεmαρκ 1 Τηε λιmιτ διστριβυτιονσ οφ ΠWΨ ανδ ΗΒ υνδερ τηε νυλλ ηψποτηεσισΗ0 :  =
0 αρε γιϖεν βψ ΛΠWΨ0;1;2 ανδ Λ
ΗΒ
0;1;2
, ρεσπεχτιϖελψ, ι.ε. τηε λιmιτσ οβταινεδ φροm Τηεορεm
1(ι) ωιτη χ σετ το ζερο. Τηεσε νυλλ λιmιτσ χοντινυε το ηολδ φορ σεριαλλψ χορρελατεδ ϖτ,
προϖιδεδ τηε υσυαλ λαγγεδ διερενχε αυγmεντατιον ισ αππλιεδ το τηε ρεγρεσσιονσ (1) ανδ
(2).
Ασψmπτοτιχ νυλλ χριτιχαλ ϖαλυεσ φορ  0 = 0:1 (ασ υσεδ ιν ΠWΨ ανδ ΗΒ) αρε ρε−
πορτεδ ιν Ταβλε 1; τηεσε ωερε γενερατεδ βψ διρεχτ σιmυλατιον οφ ΛΠWΨ0;1;2 ανδ Λ
ΗΒ
0;1;2
,
αππροξιmατινγ τηε Wιενερ προχεσσεσ ιν τηε λιmιτινγ φυνχτιοναλσ υσινγ ΙΙD Ν (0; 1) ραν−
δοm ϖαριατεσ, ωιτη τηε ιντεγραλσ αππροξιmατεδ βψ νορmαλιζεδ συmσ οφ 1,000 στεπσ.1
Ηερε ανδ τηρουγηουτ τηε παπερ, σιmυλατιονσ ωερε χονδυχτεδ υσινγ 50,000 Μοντε Χαρλο
ρεπλιχατιονσ.
Φιγυρε 1 πλοτσ λοχαλ ασψmπτοτιχ ποωερ χυρϖεσ οφ νοmιναλ 0.05−λεϖελ ΠWΨ ανδ ΗΒ
τεστσ φορ χ 2 φ0; 0:5; 1:0; :::; 24:0γ, αγαιν οβταινεδ ϖια διρεχτ σιmυλατιον οφ τηε αβοϖε
λιmιτσ. Φιγυρεσ 1(α) ανδ 1(β) ρεπορτ ρεσυλτσ ωηερε τηε εξπλοσιϖε ρεγιmε λιεσ ιν τηε
mιδδλε οφ τηε σαmπλε ανδ Χασε 1 ηολδσ, ωιτη ( 1;  2) = (0:45; 0:55) ιν Φιγυρε 1(α) ανδ
( 1;  2) = (0:40; 0:60) ιν Φιγυρε 1(β), ι.ε. νον−χολλαπσινγ χεντραλλψ λοχατεδ εξπλοσιϖε
περιοδσ οφ σαmπλε προπορτιον δυρατιον 0:1 ανδ 0:2, ρεσπεχτιϖελψ. Φιγυρεσ 1(χ) ανδ 1(δ)
1ΗΒ χονσιδερ τηε χασε οφ νο δετερmινιστιχ χοmπονεντσ ιν ψτ, ανδ τηε χασε οφ α νον−ζερο mεαν ανδ
τρενδ ιν ψτ; ηερε ωε αλλοω φορ α νον−ζερο mεαν ονλψ.
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ρεπορτ ποωερσ φορ τηε σαmε σεττινγσ ασ ιν Φιγυρεσ 1(α) ανδ 1(β), ρεσπεχτιϖελψ, εξχεπτ
νοω φορ Χασε 2, συχη τηατ τηε εξπλοσιϖε περιοδ ισ χολλαπσινγ. Φιγυρεσ 1(ε) ανδ 1(φ)
πρεσεντ ποωερσ ωηεν εξπλοσιϖε περιοδσ οφ σαmπλε προπορτιον δυρατιον 0:1 ανδ 0:2 ρυν
υπ το τηε ενδ οφ τηε σαmπλε, ι.ε. ( 1;  2) = (0:90; 1:00) ανδ ( 1;  2) = (0:80; 1:00),
ρεσπεχτιϖελψ (νοτε τηατ ιν τηεσε χασεσ τηε τηιρδ ρεγιmε ιν (3) ισ ρεδυνδαντ).
Χονσιδερ ρστ Φιγυρεσ 1(α) ανδ 1(β), ωηερε τηε εξπλοσιϖε περιοδ δοεσ νοτ χολλαπσε.
Wε οβσερϖε τηατ λοχαλ ασψmπτοτιχ ποωερ ινχρεασεσ ωιτη τηε mαγνιτυδε οφ τηε εξπλοσιϖε
δεϖιατιον χ, ανδ αλσο ωιτη τηε λενγτη οφ τηε εξπλοσιϖε περιοδ. Τηε ρατε οφ ινχρεασε
ισ mυχη φαστερ φορ ΠWΨ τηαν φορ ΗΒ, ωιτη συβσταντιαλ ποωερ αδϖανταγεσ οερεδ βψ
τηε φορmερ τεστ ρελατιϖε το τηε λαττερ, παρτιχυλαρλψ ιν τηε χασε οφ τηε σηορτερ εξπλοσιϖε
ρεγιmε.
Ιν Φιγυρεσ 1(χ) ανδ 1(δ), ωηερε τηε εξπλοσιϖε περιοδ ισ νοω συβϕεχτ το χολλαπσε,
τηε ποωερ χυρϖεσ φορ ΠWΨ αρε σεεν το βε λαργελψ υνχηανγεδ φροm τηειρ νον−χολλαπσινγ
χουντερπαρτσ. Τηισ φεατυρε αρισεσ σινχε τηε συπρεmυm οφ τηε φορωαρδ ρεχυρσιϖε στατιστιχσ
ινϖολϖεδ ιν ΠWΨ τενδσ το οχχυρ ωηεν τηε ασσοχιατεδ συβ−σαmπλε δοεσ νοτ χονταιν τηε
ποστ−εξπλοσιϖε περιοδ οφ τηε δατα. Ιν χοντραστ, τηε χολλαπσινγ εξπλοσιϖε ρεγιmε λεαδσ το
α δραmατιχ φαλλ ιν τηε ποωερ λεϖελσ ασσοχιατεδ ωιτη ΗΒ ; ινδεεδ, ποωερ ισ λεσσ τηαν σιζε
ανδ αππροαχηεσ ζερο ασ χ (τηε λοχαλλψ εξπλοσιϖε παραmετερ) ινχρεασεσ. Τηισ πηενοmενον
ισ δριϖεν βψ τηε βεηαϖιουρ οφ τηε χ;1;2(1) τερm (ωηιχη ισ τηε λιmιτ οφ ⊥
2
ΗΒ
=2) ιν τηε
δενοmινατορ οφ τηε λιmιτ οφ ΗΒ. Τηισ τερm ισ α ποσιτιϖε ρανδοm ϖαριαβλε φορ ωηιχη τηε
mεαν χαν βε σηοων το βε
Εφχ;1;2(1)γ = 1 +  1(1  ε
(2 1)χ)2 +
ε2(2 1)χ   1
2χ
;
ωηιχη ισ αν εξπονεντιαλλψ ινχρεασινγ φυνχτιον οφ χ. Ηευριστιχαλλψ, ασ χ ινχρεασεσ, τηισ
τερm λεαδσ το τηε ϖαλυε οφ Χ αππροαχηινγ ζερο (αχροσσ αλλ ), ανδ ηενχε ΗΒ σιmιλαρλψ
αππροαχηεσ ζερο. Ον αν ιντυιτιϖε νοτε, συχη βεηαϖιουρ ισ το βε εξπεχτεδ σινχε, φορ αλλ
Χ , ⊥
2
ΗΒ
ισ χαλχυλατεδ υσινγ τηε φυλλ σαmπλε οφ ρεσιδυαλσ, ανδ ισ τηερεφορε πολλυτεδ βψ
τηε ιmπαχτ οφ τηε χολλαπσε, ωηοσε mαγνιτυδε ισ αν ινχρεασινγ φυνχτιον οφ . Ιν χοντραστ,
φορ ΠWΨ ωε σεε τηατ ⊥2
ΠWΨ
ιν DΦ  ισ χαλχυλατεδ υσινγ α συβσετ οφ τηε δατα, ωηιχη
ισ υνπολλυτεδ βψ τηε χολλαπσε φορ ανψ    2; χονσεθυεντλψ, τηε ΠWΨ συπρεmυm ισ
τψπιχαλλψ οβταινεδ φορ α DΦ  στατιστιχ ωηερε    2. Ηερε, χ;1;2() (τηε λιmιτ οφ
⊥2
ΠWΨ
=2) τακεσ α ϖαλυε οφ υνιτψ ιρρεσπεχτιϖε οφ χ, ανδ σο τηε βεηαϖιουρ οφ τηε ερρορ
ϖαριανχε εστιmατορ δοεσ νοτ ινυενχε τηε ΠWΨ τεστ στατιστιχ ιν τηε ωαψ τηατ ισ σεεν
φορ ΗΒ.
Εσσεντιαλλψ, τηε ινφεριορ ποωερ οφ τηε ΗΒ τεστ ρελατιϖε το ΠWΨ σεεν ιν βοτη Φιγυρεσ
1(α)−1(β) ανδ 1(χ)−1(δ) αρισεσ σινχε τηε βαχκωαρδ ρεχυρσιϖε στατιστιχσ ινϖολϖεδ ιν ΗΒ
αρε νεχεσσαριλψ χαλχυλατεδ οϖερ σαmπλε περιοδσ πολλυτεδ βψ τηε ποστ−εξπλοσιϖε ρεγιmε.
Μορεοϖερ, ωηεν τηισ ποστ−εξπλοσιϖε ρεγιmε ινϖολϖεσ ρεϖερσιον το α πρε−εξπλοσιϖε λεϖελ οφ
τηε σεριεσ, τηε βαχκωαρδ ρεχυρσιϖε στατιστιχσ αρε mορε φυνδαmενταλλψ ιmπαχτεδ, το τηε
εξτεντ τηατ τηε ρεσυλτινγ ΗΒ τεστ ηασ τριϖιαλ ποωερ αχροσσ χ. Ον τηε βασισ οφ Φιγυρεσ
1(α)−1(δ), τηερεφορε, α χλεαρ πρεφερενχε φορ τηε ΠWΨ τεστ ρεσυλτσ. Ιν Φιγυρεσ 1(ε) ανδ
1(φ), ωηερε τηε εξπλοσιϖε περιοδσ ρυν υπ το τηε ενδ οφ τηε σαmπλε, ωε νδ τηατ τηε
ποωερ ρανκινγ οφ ΠWΨ ανδ ΗΒ ισ ρεϖερσεδ, ωιτη ΗΒ οερινγ ρεασοναβλε λεϖελσ οφ ποωερ
γαιν οϖερ ΠWΨ. Ηερε, τηε βαχκωαρδ ρεχυρσιϖε στατιστιχσ ινϖολϖεδ ιν ΗΒ αρε νο λονγερ
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πολλυτεδ βψ α ποστ−εξπλοσιϖε ρεγιmε, ανδ τηε συπρεmυm οφ τηε στατιστιχσ νοω τενδσ το
οχχυρ ωηεν τηε ασσοχιατεδ συβ−σαmπλε χονταινσ τηε εντιρετψ οφ τηε εξπλοσιϖε ρεγιmε.
Ιτ ισ νοτεωορτηψ τηατ ΠWΨ mαινταινσ δεχεντ λεϖελσ οφ ποωερ αχροσσ τηε διερεντ
εξπλοσιϖε σεττινγσ χονσιδερεδ, α προπερτψ τηατ ισ νοτ δισπλαψεδ βψ ΗΒ ; ασ συχη, ιτ ισ
χλεαρλψ τηε mορε ρελιαβλε οφ τηε τωο προχεδυρεσ. Ηοωεϖερ, ιτ ισ αλσο αππαρεντ τηατ ωηιλε
ΠWΨ δοmινατεσ ΗΒ ιν τηε mαϕοριτψ οφ χασεσ, ωηεν τηε σεριεσ υνδερ τεστ χονταινσ αν
εξπλοσιϖε περιοδ τηατ ισ στιλλ οπερατιϖε ατ τηε σαmπλε ενδ, ιτ ισ ΗΒ τηατ βεχοmεσ τηε
πρεφερρεδ τεστ. Τηισ γιϖεσ ρισε το τηε θυεστιον οφ ωηετηερ α χοmποσιτε προχεδυρε χαν
βε χονστρυχτεδ τηατ χαπιταλιζεσ ον τηε ρελατιϖε αδϖανταγεσ οφ βοτη τηε ινδιϖιδυαλ τεστσ;
τηισ ισ πυρσυεδ φυρτηερ ιν σεχτιον 5 βελοω.
4 Φινιτε σαmπλε ποωερ χοmπαρισον
Το ασσεσσ τηε εξτεντ το ωηιχη τηεσε λοχαλ ασψmπτοτιχ ποωερ χοmπαρισονσ αρε αχχυ−
ρατε πρεδιχτορσ οφ νιτε σαmπλε βεηαϖιουρ, ωε αλσο χονσιδερ α νυmβερ οφ νιτε σαmπλε
σιmυλατιονσ. Φιγυρεσ 2 ανδ 3 πλοτ νιτε σαmπλε ποωερ χυρϖεσ οφ νοmιναλ 0.05−λεϖελ
ΠWΨ ανδ ΗΒ τεστσ φορ Τ = 300 ανδ Τ = 600 φορ  2 φ0; 0:001; 0:002; :::; 0:080γ ανδ
 2 φ0; 0:001; 0:002; :::; 0:040γ, ρεσπεχτιϖελψ (νοτε τηατ  = 0:08 ανδ  = 0:04 χορρε−
σπονδ το  = 1 + χ=Τ ωιτη χ = 24 ωηεν Τ = 300 ανδ Τ = 600, ρεσπεχτιϖελψ, σο τηατ
τηε ρανγε οφ  ϖαλυεσ mατχηεσ τηοσε υσεδ ιν τηε λοχαλ ασψmπτοτιχ ποωερ σιmυλατιονσ).
Ηερε, ϖτ  ΙΙD Ν(0; 1) ανδ τηε σεττινγσ υσεδ φορ  1 ανδ  2 mιρρορ τηοσε οφ Φιγυρε 1,
ωιτη βοτη Χασε 1 (ψ = 0) ανδ Χασε 2 (ψ = ψβ1Τ χ   ψβ2Τ χ) αγαιν χονσιδερεδ. Wε σεε
τηατ ιν εαχη χασε οφ Φιγυρεσ 2 ανδ 3, τηε νιτε σαmπλε ποωερσ γενεραλλψ αλιγν χλοσελψ
ωιτη τηειρ λοχαλ ασψmπτοτιχ χουντερπαρτσ, παρτιχυλαρλψ ιν τηε χασε οφ τηε λαργερ σαmπλε
σιζε Τ = 600, τηυσ τηε σαmε χοmmεντσ mαδε αβοϖε ρεγαρδινγ τηε ρελατιϖε ποωερσ οφ
τηε τεστσ αππλψ εθυαλλψ ιν νιτε σαmπλεσ.
Ιν ορδερ το ασσεσσ ανψ ποσσιβλε εεχτσ οφ νον−νορmαλιτψ ιν νιτε σαmπλεσ, Φιγυρε 4
ρεπορτσ νιτε σαmπλε ποωερ χυρϖεσ φορ Τ = 300 φορ τηε σαmε DΓΠσ ασ ιν Φιγυρε 2, βυτ
ωιτη ϖτ  ΙΙD τ5. Τηε ρεσυλτσ αρε φουνδ το βε αλmοστ ιδεντιχαλ το τηοσε οβταινεδ υνδερ
νορmαλιτψ οφ τηε ιννοϖατιονσ.
Το φυρτηερ εξπλορε τηε εεχτ τηατ τηε λοχατιον οφ τηε εξπλοσιϖε περιοδ, ρελατιϖε το
τηε ενδ οφ τηε σαmπλε, ηασ ον τηε περφορmανχε οφ τηε τεστ προχεδυρεσ, ωε υνδερτακε
τηε φολλοωινγ εξερχισε. Wε σετ ϖτ  ΙΙD Ν(0; 1), Τ = 300,  = 1:05 ανδ ( 1;  2) =
(0:70; 0:80) σο τηατ αν εξπλοσιϖε περιοδ οφ λενγτη 0:1Τ οχχυρσ ρελατιϖελψ λατε ιν τηε
σαmπλε. Wε τηεν εξαmινε τηε περφορmανχε οφ τηε τεστσ ωιτη τηε ενδ δατε οφ τηε σαmπλε
(δενοτεδ Ε) ϖαριεδ φροm Ε = β 1Τ χ = 210 το Ε = 300, ωιτη τηε ΠWΨ ανδ ΗΒ τεστσ
αππλιεδ το α ϖαρψινγ εεχτιϖε σαmπλε σιζε, Τ , ρανγινγ φροm Τ  = 210 (ι.ε. οβσερϖατιονσ
τ = 1; :::; 210) το Τ  = Τ = 300 (ι.ε. οβσερϖατιονσ τ = 1; :::; 300). Wηεν Ε = 210, νο
εξπλοσιϖε περιοδ ισ χονταινεδ ιν τηε σαmπλε, τηεν ασ Ε ινχρεασεσ, τηε εξπλοσιϖε περιοδ
φολλοωινγ τηε ινιτιαλ υνιτ ροοτ ρεγιmε ισ ινχρεασινγ ιν λενγτη, υπ το τηε ποιντ Ε = 240,
ωηερε τηε σεριεσ χονταινσ τηε λαργεστ ποσσιβλε εξπλοσιϖε περιοδ ωιτη νο ναλ υνιτ ροοτ
ρεγιmε. Ασ Ε ινχρεασεσ στιλλ φυρτηερ, τηε ναλ υνιτ ροοτ περιοδ ινχρεασεσ ιν λενγτη, υπ
το τηε ποιντ Ε = 300, ωηερε τηε φυλλ σαmπλε ισ ρεχοϖερεδ. Φιγυρε 5 ρεπορτσ ρεσυλτσ φορ
συχη σιmυλατιονσ, ωηερε εαχη ποιντ ον τηε ποωερ χυρϖε ρεπρεσεντσ τηε ουτχοmε οφ α
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σιmυλατιον φορ α παρτιχυλαρ ϖαλυε οφ Ε; Φιγυρεσ 5(α) ανδ 5(β) χορρεσπονδ το Χασε 1 ανδ
Χασε 2, ρεσπεχτιϖελψ.
Φιγυρε 5(α), τηε χασε ωηερε τηε εξπλοσιϖε ρεγιmε δοεσ νοτ χολλαπσε, σηοωσ τηε ποωερ
οφ βοτη ΠWΨ ανδ ΗΒ ρισινγ ιν Ε ασ τηε λενγτη οφ τηε εξπλοσιϖε περιοδ ινχρεασεσ, υπ
το Ε = 240, ωηιχη ρεπρεσεντσ τηε ενδ οφ τηε εξπλοσιϖε περιοδ. Φορ τηισ ρανγε οφ Ε, αλλ
σεριεσ χονταιν αν εξπλοσιϖε ρεγιmε τηατ ρυνσ το τηε σαmπλε∋σ ενδ, ανδ, ιν λινε ωιτη τηε
ρεσυλτσ οφ Φιγυρεσ 1(ε) ανδ 1(φ), ΗΒ ισ χλεαρλψ τηε mορε ποωερφυλ τεστ. Φορ λαργερ ϖαλυεσ
οφ Ε, ωηερε τηε σαmπλε νοω ινχλυδεσ α ποστ−εξπλοσιϖε υνιτ ροοτ ρεγιmε οφ ινχρεασινγ
λενγτη, τηε ποωερ οφ ΠWΨ σταψσ πρεττψ mυχη χονσταντ, ωηιλε τηε ποωερ οφ ΗΒ σταρτσ
το δεχλινε στεαδιλψ (βεχοmινγ λοωερ τηαν τηατ οφ ΠWΨ φορ, ρουγηλψ, Ε > 260). Ιν
Φιγυρε 5(β), ωηερε τηε εξπλοσιϖε ρεγιmε χολλαπσεσ το πρε−εξπλοσιϖε λεϖελσ, τηε βεηαϖιουρ
οφ τηε τωο τεστσ αχροσσ Ε υπ το Ε = 240 ισ, οφ χουρσε, ιδεντιχαλ το τηατ ιν Φιγυρε
5(α). Τηερεαφτερ, ηοωεϖερ, ωηιλε ΠWΨ αγαιν ρεταινσ πρεττψ mυχη χονσταντ ποωερ φορ
λαργερ ϖαλυεσ οφ Ε, τηε ποωερ οφ ΗΒ φαλλσ ιmmεδιατελψ το ζερο, ανδ ρεmαινσ τηερε. Ιτ ισ
νοτεωορτηψ τηατ ινχλυσιον οφ ασ λιττλε ασ ονε οβσερϖατιον οφ τηε χολλαπσεδ ρεγιmε ινδυχεσ
τηισ βεηαϖιουρ.
Φιγυρε 6 ρεπορτσ ρεσυλτσ φορ α σιmιλαρ σιmυλατιον εξερχισε, ωηερε Τ = 300 ανδ  =
1:05 ασ βεφορε, βυτ νοω ( 1;  2) = (0:20; 0:30), σο τηατ τηε εξπλοσιϖε περιοδ οχχυρσ
ρελατιϖελψ εαρλψ. Ηερε ωε εξαmινε τηε περφορmανχε οφ τηε προχεδυρεσ ωιτη τηε σταρτ
δατε οφ τηε σαmπλε (δενοτεδ Σ) ϖαριεδ φροm Σ = 1 το Σ = β 2Τ + 1χ = 91, σο τηατ τηε
ΠWΨ ανδ ΗΒ τεστσ αρε αγαιν αππλιεδ το ϖαρψινγ εεχτιϖε σαmπλε σιζεσ, ρανγινγ φροm
Τ  = 300 (ι.ε. οβσερϖατιονσ τ = 1; :::; 300) το Τ  = 210 (ι.ε. οβσερϖατιονσ τ = 91; :::; 300).
Ασ Σ ινχρεασεσ, τηε ινιτιαλ υνιτ ροοτ περιοδ πριορ το τηε εξπλοσιϖε ρεγιmε ισ δεχρεασινγ
ιν λενγτη, υπ το τηε ποιντ Σ = β 1Τ + 1χ = 61, ωηερε νο ινιτιαλ υνιτ ροοτ περιοδ ισ
πρεσεντ ανδ τηε σεριεσ βεγινσ εξπλοσιϖελψ. Ασ Σ ινχρεασεσ φυρτηερ, τηε εξπλοσιϖε περιοδ
νοω δεχρεασεσ ιν λενγτη, υπ το τηε ποιντ Σ = β 2Τ +1χ = 91, ωηερε νο εξπλοσιϖε περιοδ
ισ νοω πρεσεντ. Ασ βεφορε, Φιγυρεσ 6(α) ανδ 6(β) χορρεσπονδ, ρεσπεχτιϖελψ, το Χασε 1
ανδ Χασε 2.
Ιν βοτη Φιγυρεσ 6(α) ανδ 6(β) ωε οβσερϖε τηατ ΗΒ ονλψ εϖερ ηασ τριϖιαλ λεϖελσ οφ
ποωερ αχροσσ Σ. Τηισ αρισεσ βεχαυσε τηερε ισ αλωαψσ α ποστ−εξπλοσιϖε υνιτ ροοτ ρεγιmε
οφ λονγ δυρατιον (210 οβσερϖατιονσ) πρεσεντ ιν τηε σαmπλε ιρρεσπεχτιϖε οφ τηε ϖαλυε οφ Σ.
Ασ ρεγαρδσ ΠWΨ, ιτ ηασ δεχεντ, ανδ ρουγηλψ χονσταντ, ποωερ φορ υπ το αβουτ Σ = 50,
αφτερ ωηιχη ποιντ τηε ρεδυχεδ σαmπλε σιζε νεγατιϖελψ αεχτσ ποωερ, παρτιχυλαρλψ φορ
Σ > 61 ωηερε λεσσ οβσερϖατιονσ οφ τηε εξπλοσιϖε περιοδ αρε ινχλυδεδ ιν τηε σαmπλε.
Φορ Σ  69, τηε mινιmυm σαmπλε λενγτη χονστραιντ ον τηε σετ οφ DΦ  στατιστιχσ οϖερ
ωηιχη τηε συπρεmυm ισ τακεν ρεσυλτσ ιν αλλ συχη στατιστιχσ βεινγ χαλχυλατεδ οϖερ α συβ−
σαmπλε τηατ ινχλυδεσ οβσερϖατιονσ φροm τηε ποστ−εξπλοσιϖε ρεγιmε; τηισ ηασ τηε εεχτ οφ
ρεδυχινγ τεστ ποωερ το τριϖιαλ λεϖελσ.
Wε χαν τηερεφορε χονχλυδε τηατ, ιν γενεραλ τερmσ, ΠWΨ ισ βεττερ συιτεδ το δετεχτινγ
εξπλοσιϖε ρεγιmεσ τηατ οχχυρ εαρλψ ορ τοωαρδσ τηε mιδδλε οφ τηε σαmπλε, ωηιλε ΗΒ ισ
βεττερ ωηεν τηεσε εξπλοσιϖε ρεγιmεσ οχχυρ τοωαρδσ τηε ενδ οφ τηε σαmπλε, προϖιδεδ τηε
ασσοχιατεδ εξπλοσιϖε ρεγιmε δοεσ νοτ χολλαπσε πριορ το τηε σαmπλε∋σ ενδ.
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5 Α υνιον οφ ρεϕεχτιονσ στρατεγψ
Ιν πραχτιχε ωε χαννοτ ασσυmε κνοωλεδγε οφ ωηερε ιν α γιϖεν σαmπλε αν εξπλοσιϖε ρεγιmε
οχχυρσ (σηουλδ ονε οχχυρ ατ αλλ); νορ χαν ωε ασσυmε ωηετηερ ορ νοτ συχη α ρεγιmε ισ
ασσοχιατεδ ωιτη α χολλαπσε. Ιν συχη σιτυατιονσ ιτ ισ τηερεφορε υνχλεαρ ασ το ωηιχη οφ ΠWΨ
ανδ ΗΒ ωιλλ ηαϖε τηε γρεατερ ποτεντιαλ το δετεχτ εξπλοσιϖε βεηαϖιουρ. Ονε στρατεγψ
ωουλδ βε το σιmπλψ αππλψ ΠWΨ αλονε σινχε ποστ−εξπλοσιϖε υνιτ ροοτ ρεγιmεσ δο νοτ
ηαϖε τηε ποτεντιαλ το δραmατιχαλλψ λοωερ ιτσ ποωερ, υνλικε ΗΒ. Συχη αν αππροαχη ωουλδ,
οφ χουρσε, mεαν ωε σαχριχε τηε ποωερ αδϖανταγε οερεδ βψ ΗΒ ωηεν ποστ−εξπλοσιϖε
υνιτ ροοτ ρεγιmεσ δο νοτ χαυσε λοω ποωερ ισσυεσ (φορ εξαmπλε, ωηεν τηε εξπλοσιϖε περιοδ
ρυνσ το τηε σαmπλε ενδ−ποιντ).
Wε νοω χονσιδερ τηε ποσσιβιλιτψ οφ ηαρνεσσινγ τηε δεσιραβλε προπερτιεσ οφ βοτη τεστσ
υσινγ α ηψβριδ προχεδυρε βασεδ ον ΠWΨ ανδ ΗΒ. Τηε αππροαχη ωε αδοπτ ηερε ισ τηε
φολλοωινγ σιmπλε υνιον οφ ρεϕεχτιονσ δεχισιον ρυλε:
ΥΡ : Ρεϕεχτ Η0 ιφ ΠWΨ > χϖ
ΠWΨ
 ορ ΗΒ > χϖ
ΗΒ

ωηερε χϖΠWΨ ανδ χϖ
ΗΒ
 δενοτε τηε ασψmπτοτιχ νυλλ χριτιχαλ ϖαλυεσ οφ ΠWΨ ανδ ΗΒ φορ
α σιγνιχανχε λεϖελ  (σεε Ταβλε 1). Ηερε  ισ α σχαλινγ χονσταντ χαλχυλατεδ συχη τηατ
τηε ασψmπτοτιχ σιζε ασσοχιατεδ ωιτη ΥΡ ισ εθυαλ το τηε νοmιναλ σιζε . Τηε δεχισιον
ρυλε ΥΡ χαν αλσο βε ωριττεν ασ
Ρεϕεχτ Η0 ιφ mαξ

ΠWΨ ;
χϖΠWΨ

χϖΗΒ

ΗΒ

> χϖ
ΠWΨ
 (4)
ωηερε, φορ  = 0,
mαξ

ΠWΨ ;
χϖΠWΨ

χϖΗΒ

ΗΒ

δ
! mαξ

ΛΠWΨ0;1;2 ;
χϖΠWΨ

χϖΗΒ

ΛΗΒ0;1;2

(5)
ανδ φορ  = 1 + χ=Τ , χ > 0,
mαξ

ΠWΨ ;
χϖΠWΨ

χϖΗΒ

ΗΒ

δ
!
8<
:
mαξ

ΛΠWΨχ;1;2 ;
χϖΠWΨ

χϖΗΒ

ΛΗΒχ;1;2

Χασε 1
mαξ

ΛΠWΨχ;1;2 ;
χϖΠWΨ

χϖΗΒ

ΛΗΒχ;1;2

Χασε 2
: (6)
Ατ α γιϖεν σιγνιχανχε λεϖελ , τηε αππροπριατε ϖαλυε φορ τηε χονσταντ  ισ οβταινεδ
βψ σιmυλατινγ τηε λιmιτ διστριβυτιον οφ τηε ριγητ−ηανδ−σιδε οφ (5), χαλχυλατινγ τηε 
λεϖελ χριτιχαλ ϖαλυε φορ τηισ εmπιριχαλ διστριβυτιον, σαψ χϖΥ , ανδ τηεν χοmπυτινγ  =
χϖΥ =χϖ
ΠWΨ
 . Τηεσε ϖαλυεσ αρε γιϖεν ιν Ταβλε 1 φορ τηε χονϖεντιοναλ σιγνιχανχε λεϖελσ.
Φιγυρεσ 1−6 αλσο σηοω τηε ποωερσ οφ ΥΡ ατ τηε νοmιναλ 0.05−λεϖελ. Φιγυρε 1 σηοωσ
τηατ αχροσσ ϖαλυεσ οφ χ, τηε λοχαλ ασψmπτοτιχ ποωερ οφ ΥΡ αλωαψσ τραχκσ ϖερψ χλοσε το
(τηατ ισ, ϕυστ βελοω) ωηιχηεϖερ οφ ΠWΨ ορ ΗΒ ποσσεσσεσ τηε ηιγηερ λεϖελ οφ ποωερ.
Ιν τηισ σενσε, ΥΡ φορmσ α νεαρ−ενϖελοπε οφ τηε αϖαιλαβλε ποωερ φροm ΠWΨ ανδ ΗΒ,
δισπλαψινγ αλmοστ αλλ τηε γαινσ οερεδ βψ ΠWΨ ωηεν τηε εξπλοσιϖε ρεγιmε ενδσ ωιτηιν
τηε σαmπλε, ωηιλε σιmυλτανεουσλψ χαπτυρινγ τηε ΗΒ ποωερ αδϖανταγεσ φορ εξπλοσιϖε
ρεγιmεσ τηατ αρε στιλλ αχτιϖε ατ τηε ενδ οφ τηε σαmπλε περιοδ. Τηε σαmε παττερνσ αρε
οβσερϖεδ ιν νιτε σαmπλεσ, ωιτη Φιγυρεσ 2, 3 ανδ 4 σηοωινγ α ϖερψ χλοσε χορρεσπονδενχε
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το τηε ρεσυλτσ ιν Φιγυρε 1. Ιν Φιγυρεσ 5 ανδ 6, τηε βενετσ οφ ΥΡ χαν αγαιν βε χλεαρλψ
σεεν αχροσσ σαmπλε ενδ ϖαλυεσ, Ε, ανδ σαmπλε σταρτ ϖαλυεσ, Σ, ωιτη ΥΡ αλωαψσ χλοσελψ
τραχκινγ τηε ποωερ χυρϖε οφ τηε βεττερ περφορmινγ τεστ αχροσσ εαχη σεγmεντ. Ασ συχη,
ΥΡ ωουλδ σεεm το βε α ηιγηλψ εεχτιϖε mεανσ οφ χοmβινινγ ινφερενχε φροm ΠWΨ
ανδ ΗΒ, οερινγ α σιζε χοντρολλεδ ανδ ροβυστ mετηοδ φορ τηε δετεχτιον οφ εξπλοσιϖε
βεηαϖιουρ ιν α τιmε σεριεσ.
6 Εmπιριχαλ ιλλυστρατιον
Ιν τηισ σεχτιον ωε ιλλυστρατε τηε διερινγ βεηαϖιουρ οφ τηε ΠWΨ ανδ ΗΒ τεστσ, αλονγ
ωιτη τηε ΥΡ στρατεγψ, βψ αππλψινγ τηε προχεδυρεσ το mοντηλψ δατα ον τηε Νασδαθ
χοmποσιτε πριχε ινδεξ, ασ υσεδ βψ ΠWΨ (ανδ αλσο ρεχονσιδερεδ βψ ΗΒ). Wε εmπλοψ
δατα οϖερ τηε σαmε περιοδ ασ ΠWΨ, ι.ε. 1973:2−2005:6 (Τ = 389), υσινγ τηε χοmποσιτε
πριχε ινδεξ αδϕυστεδ φορ διϖιδενδσ, ανδ αλσο τηε χοmποσιτε διϖιδενδ σεριεσ δεριϖεδ φροm
τηε τηε διϖιδενδ ψιελδσ; τηε δατα ωερε οβταινεδ φροm Dαταστρεαm. Λογαριτηmσ οφ τηε
ρεαλ ϖαλυεσ οφ τηε πριχεσ ανδ διϖιδενδσ αρε υσεδ, ωιτη τηε νοmιναλ δατα χονϖερτεδ υσινγ
(σεασοναλλψ αδϕυστεδ) ΥΣ χονσυmερ πριχε ινδεξ δατα οβταινεδ φροm τηε Φεδεραλ Ρεσερϖε
Βανκ οφ Στ. Λουισ. Τηε σεριεσ αρε πλοττεδ ιν Φιγυρε 7.
Ιν ορδερ το ασσεσσ ωηετηερ τηε ινφερενχε οφ τηε τεστσ ισ σενσιτιϖε το τηε ενδ ποιντ
οφ τηε σαmπλε (ιν τηε mαννερ οφ τηε ποωερ ρεσυλτσ ρεπορτεδ ιν Φιγυρε 5) ωε αππλιεδ
τηε προχεδυρεσ το σαmπλε περιοδσ φροm 1973:2 το ϖαρψινγ ενδ ποιντσ φροm Ε = 1996:1
το Ε = 2005:6, τηισ λαστ ενδ δατε ρεπρεσεντινγ τηε φυλλ ΠWΨ σαmπλε περιοδ. Wηεν
αππλψινγ τηε ΠWΨ ανδ ΗΒ τεστσ, τηε υνδερλψινγ DΦ στατιστιχσ ωερε χοmπυτεδ φροm τηε
ΟΛΣ ρεγρεσσιονσ (1) ανδ (2) αυγmεντεδ ωιτη α νυmβερ οφ λαγγεδ διερενχε τερmσ, τηε
νυmβερ βεινγ σελεχτεδ αχχορδινγ το τηε Βαψεσ ινφορmατιον χριτεριον, ωιτη α mαξιmυm
οφ 12, ρεεχτινγ τηε mοντηλψ νατυρε οφ τηε δατα. Φιγυρε 8 ρεπορτσ τηε ρεσυλτσ φροm τηισ
αππλιχατιον, πλοττινγ τηε ΠWΨ ανδ ΗΒ στατιστιχσ αχροσσ Ε. Ιν τηε γυρεσ, α στραιγητ
λινε ισ πλοττεδ ατ τηε λεϖελ οφ τηε ασψmπτοτιχ 0.05−λεϖελ χριτιχαλ ϖαλυε φορ ΠWΨ (ι.ε.
1.411, σεε Ταβλε 1), ανδ ιν ορδερ το αλλοω χοmπαρισον ωιτη α χοmmον χριτιχαλ ϖαλυε, τηε
ρεπορτεδ ΗΒ τεστ στατιστιχσ αρε mυλτιπλιεδ βψ τηε ρατιο οφ τηε ΠWΨ ανδ ΗΒ ασψmπτοτιχ
0.05−λεϖελ χριτιχαλ ϖαλυεσ (ι.ε. 1.411/1.608 = 0.877). Φιγυρε 8 αλσο ρεπορτσ ρεσυλτσ φορ τηε
υνιον οφ ρεϕεχτιονσ στρατεγψ ΥΡ. Ιν ορδερ το αγαιν αλλοω χοmπαρισον ωιτη α χοmmον
χριτιχαλ ϖαλυε, τηε ρεπορτεδ ϖαλυεσ αρε mαξ φΠWΨ ; 0:877ΗΒγ =1:171, βασεδ ον (6) ωιτη
τηε χριτιχαλ ϖαλυεσ ανδ  ϖαλυε φροm Ταβλε 1.
Φορ τηε πριχε σεριεσ, ωε σεε τηατ ΠWΨ ρεϕεχτσ τηε υνιτ ροοτ νυλλ ιν φαϖουρ οφ εξπλοσιϖε
βεηαϖιουρ ατ τηε 0.05−λεϖελ φορ αλλ σαmπλεσ ωιτη ενδ ποιντσ ατ Ε = 1999:1 ορ λατερ. Ιν
χοντραστ, ΗΒ νδσ εϖιδενχε οφ εξπλοσιϖενεσσ ωηεν τηε σαmπλε ενδσ ατ δατεσ Ε = 2000:12
ανδ εαρλιερ (ανδ αλσο ωηεν Ε = 2001:2), βυτ δοεσ νοτ ρεϕεχτ τηε νυλλ φορ ανψ λατερ ενδ
δατεσ. Ηενχε ιτ ισ ονλψ φορ σαmπλεσ ωιτη ενδ δατεσ ιν τηε ρανγε Ε = 1999:1 το Ε
= 2000:12 (ανδ Ε = 2001:2) ωηερε βοτη τεστσ ρεϕεχτ; ουτσιδε οφ τηισ ρανγε, ινφερενχε
δεπενδσ ον τηε παρτιχυλαρ τεστινγ αππροαχη αδοπτεδ. Φορ ΥΡ, ηοωεϖερ, ωε νδ τηατ
ρεϕεχτιονσ αρε οβταινεδ φορ αλλ σαmπλεσ ωιτη ενδ ποιντσ Ε = 1998:11 ονωαρδσ ανδ τηε
ϖαστ mαϕοριτψ οφ τηε ενδ δατεσ πριορ το τηισ ποιντ, δελιϖερινγ ροβυστ ινφερενχε αχροσσ
α mυχη ωιδερ ρανγε οφ σαmπλε ενδ δατεσ τηαν αϖαιλαβλε φροm ειτηερ χονστιτυεντ τεστ.
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Ινδεεδ, τηε ΥΡ προχεδυρε ισ χλοσε το χαπτυρινγ αλλ τηε ρεϕεχτιονσ οφ βοτη ΠWΨ ανδ
ΗΒ, ωιτη 104 ενδ ποιντσ ουτ οφ τηε 114 χονσιδερεδ ρεσυλτινγ ιν α ρεϕεχτιον βψ ΠWΨ
ανδ/ορ ΗΒ βεινγ mατχηεδ ωιτη α ρεϕεχτιον βψ ΥΡ. Ασ mιγητ βε εξπεχτεδ, νο εϖιδενχε
αγαινστ τηε υνιτ ροοτ νυλλ ισ φουνδ βψ ανψ οφ τηε προχεδυρεσ φορ τηε διϖιδενδ σεριεσ,
συγγεστινγ τηατ αν εξπλοσιϖε περιοδ ιν τηε πριχε σεριεσ χαν βε ιντερπρετεδ ασ α βυββλε.
ςισυαλ ινσπεχτιον οφ τηε Νασδαθ πριχε σεριεσ πλοττεδ ιν Φιγυρε 7 mιγητ συγγεστ τηε
πρεσενχε οφ εξπλοσιϖε βυββλε βεηαϖιουρ υπ το τηε mαξιmυm ϖαλυε οβσερϖεδ ιν 2000:3,
φολλοωεδ βψ α χολλαπσε τηερεαφτερ. Τηε παττερν οφ τεστ ρεϕεχτιονσ ωε οβταιν αρε χονσιστεντ
ωιτη συχη α νοτιον, γιϖεν ουρ εαρλιερ σιmυλατιον ρεσυλτσ. Σπεχιχαλλψ, σαmπλεσ ωηιχη
ινχλυδε α νυmβερ οφ ποστ−χολλαπσε οβσερϖατιονσ χαυσε ΗΒ το φαιλ το δετεχτ εϖιδενχε
οφ α βυββλε, ωηιλε τηεσε οβσερϖατιονσ ηαϖε νο εεχτ ον ΠWΨ. Φορ σαmπλεσ ωηερε τηε
πυτατιϖε βυββλε ισ στιλλ ιν εϖιδενχε ατ τηε ενδ οφ τηε περιοδ χονσιδερεδ, ι.ε. πρε−2000:3,
ΗΒ ισ mορε λικελψ το δετεχτ εξπλοσιϖε βεηαϖιουρ τηαν ΠWΨ.
Φροm α πραχτιτιονερ∋σ περσπεχτιϖε, αππλψινγ τηε τεστσ ωιτη τηε βενετ οφ τηε φυλλ
σαmπλε δατα σπαννινγ 1973:2−2005:6 ψιελδσ α ρεϕεχτιον ιν φαϖουρ οφ βυββλε βεηαϖιουρ
ονλψ ωιτη ΠWΨ. Ιφ τηε τεστσ ωερε αππλιεδ ιν 2000:3 (ορ α νυmβερ οφ mοντησ ειτηερ
σιδε) τηεν βοτη ΠWΨ ανδ ΗΒ ωουλδ ηαϖε ρεϕεχτεδ. Ηοωεϖερ, ιφ ονε ωερε το ηαϖε
ιmπλεmεντεδ τηε τεστσ πριορ το 1999 (ωιτη τηε σαmπλε τηερεφορε ενδινγ ατ συχη α τιmε),
ΠWΨ ωουλδ ηαϖε φαιλεδ το νδ εϖιδενχε οφ α βυββλε, ανδ α ρεϕεχτιον ωουλδ ονλψ ηαϖε
βεεν οβταινεδ ωιτη ΗΒ. Τηισ ινχονσιστενχψ οφ ινφερενχε ασσοχιατεδ ωιτη ΠWΨ ανδ ΗΒ
ισ νατυραλλψ α χαυσε οφ χονχερν, ψετ ισ αλmοστ χοmπλετελψ εραδιχατεδ βψ υσε οφ τηε ΥΡ
στρατεγψ, ωηιχη ωουλδ ηαϖε χονσιστεντλψ ινδιχατεδ εϖιδενχε οφ α βυββλε οϖερ τηισ περιοδ
φορ αλmοστ αλλ ποιντσ ιν τιmε ατ ωηιχη τηε αππλιχατιον ωασ χονδυχτεδ.
7 Χονχλυσιον
Ρεχεντ ρεσεαρχη ον τεστινγ φορ τηε πρεσενχε οφ εξπλοσιϖε ρατιοναλ ασσετ πριχε βυββλεσ ηασ
φοχυσεδ ον τηε υσε οφ τεστσ δεριϖεδ φροm χονϖεντιοναλ λινεαρ αυτορεγρεσσιϖε mοδελσ τηατ
αρε εστιmατεδ ρεχυρσιϖελψ το δετεχτ εξπλοσιϖε αυτορεγρεσσιϖε ρεγιmεσ ιν αν οτηερωισε
υνιτ ροοτ προχεσσ. Wηεν αππλιεδ το αν ασσετ πριχε σεριεσ ανδ τηε ασσοχιατεδ φυνδα−
mενταλσ σεριεσ, τεστσ οφ τηισ τψπε προποσεδ βψ ΠWΨ ανδ ΗΒ οερ mετηοδσ οφ δετεχτινγ
εξπλοσιϖε ρατιοναλ βυββλεσ. Τηισ παπερ ηασ φοχυσεδ ον τηε ρελατιϖε λοχαλ ασψmπτοτιχ ανδ
νιτε σαmπλε ποωερ οφ τηε φορωαρδ ρεχυρσιϖε ΠWΨ ανδ βαχκωαρδ ρεχυρσιϖε ΗΒ τεστσ
ωηεν τηε σεριεσ χονταινσ α σινγλε εξπλοσιϖε περιοδ, ποσσιβλψ ωιτη σοmε φορm οφ χολλαπσε.
Σιmυλατιονσ οφ βοτη ασψmπτοτιχ ανδ νιτε σαmπλε βεηαϖιουρ σηοωεδ τηατ τηε ποωερ οφ
τηεσε τωο τεστσ χαν διερ θυιτε δραmατιχαλλψ δεπενδινγ ον τηε λοχατιον οφ τηε εξπλοσιϖε
ρεγιmε, ανδ ωηετηερ συχη α ρεγιmε ενδσ ιν χολλαπσε; οϖεραλλ, ωε νδ τηατ τηε ΠWΨ τεστ
ισ πρεφερρεδ φορ δετεχτινγ εξπλοσιϖε ρεγιmεσ τηατ οχχυρ εαρλψ ορ τοωαρδσ τηε mιδδλε οφ
τηε σαmπλε, ωηιλε τηε ΗΒ τεστ ισ πρεφερρεδ ωηεν τηε εξπλοσιϖε βεηαϖιουρ οχχυρσ νεαρ τηε
ενδ οφ τηε σαmπλε, προϖιδεδ τηε εξπλοσιϖε ρεγιmε δοεσ νοτ ενδ ιν χολλαπσε. Μοτιϖατεδ
βψ τηισ παττερν οφ ρελατιϖε τεστ ποωερ, ωε προποσεδ α σιmπλε υνιον οφ ρεϕεχτιονσ στρατ−
εγψ τηατ, φορ α γιϖεν σπεχιχατιον οφ τηε εξπλοσιϖε ρεγιmε, ατταινσ ποωερ χλοσε το τηε
βεττερ οφ τηε ινδιϖιδυαλ ΠWΨ ανδ ΗΒ τεστσ. Σινχε τηε τιmινγ, δυρατιον ανδ χολλαπσε
προπερτιεσ οφ α πυτατιϖε βυββλε περιοδ αρε τψπιχαλλψ υνκνοων το τηε πραχτιτιονερ, σο
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τηατ ιν πραχτιχε ιτ ισ νοτ κνοων ωηιχη οφ ΠWΨ ορ ΗΒ ωουλδ οερ τηε γρεατερ αβιλιτψ
το δετεχτ αν εξπλοσιϖε βυββλε, ουρ προποσεδ χοmποσιτε αππροαχη οερσ α mορε ροβυστ
αππροαχη το τηε τεστινγ προβλεm, ασ φυρτηερ εϖιδενχεδ βψ ουρ εmπιριχαλ ιλλυστρατιον,
ανδ ωε ενϖισαγε ιτ βεινγ υσεφυλ το αππλιεδ ρεσεαρχηερσ.
Wηιλε τηε φοχυσ οφ ουρ αναλψσισ ηασ αδδρεσσεδ προχεδυρεσ φορ δετεχτινγ τηε πρεσενχε
οφ αν εξπλοσιϖε ρεγιmε, ιτ ισ αλσο ποσσιβλε το υσε τηε στατιστιχσ υνδερλψινγ ΠWΨ ανδ
ΗΒ το δατε τηε βεγιννινγ ανδ ενδ οφ συχη εξπλοσιϖε βεηαϖιουρ. ΠWΨ συγγεστ τιmε−
σταmπινγ τηε οριγινατιον ανδ τερmινατιον οφ τηε εξπλοσιϖε ρεγιmε βασεδ ον τηε δατεσ
φορ ωηιχη τηε DΦ  στατιστιχσ εξχεεδ (διϖεργινγ) χριτιχαλ ϖαλυεσ, ανδ α χορρεσπονδινγ
αππροαχη χουλδ βε δεϖελοπεδ υσινγ τηε Χ στατιστιχσ οφ ΗΒ. Αν αλτερνατιϖε αππροαχη το
δατινγ τηε σταρτ οφ αν εξπλοσιϖε ρεγιmε ισ προποσεδ βψ ΗΒ, ωηερεβψ τηε αργmαξ οφ τηε
βαχκωαρδ ρεχυρσιϖε Χ στατιστιχσ ισ εmπλοψεδ ασ α ρεγιmε−χηανγε δατε εστιmατορ, ανδ,
ονχε αγαιν, α χορρεσπονδινγ αππροαχη χουλδ βε δεϖισεδ βασεδ ον τακινγ τηε αργmαξ
οφ τηε φορωαρδ ρεχυρσιϖε DΦ  στατιστιχσ. Wε λεαϖε α προπερ χοmπαρισον οφ συχη δατινγ
σχηεmεσ, ανδ ποτεντιαλ χοmβινατιονσ τηερεοφ, ασ αν αϖενυε φορ φυτυρε ρεσεαρχη.
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Αππενδιξ: Προοφ οφ Τηεορεm 1
(ι) Βψ βαχκωαρδ συβστιτυτιον ιν (3) ωε οβταιν
ψτ =
8>>><
>>>:
Πτ
ι=1 ϖι τ = 2; :::; β 1Τ χ
(1 + )τ β1Τ χ
Πβ1Τ χ
ι=1 ϖι +
Πτ
ι=β1Τ+1χ
(1 + )τ ιϖι τ = β 1Τ + 1χ; :::; β 2Τ χ
(1 + )β2Τ χ β1Τ χ
Πβ1Τ χ
ι=1 ϖι
+
Πβ2Τ χ
ι=β1Τ+1χ
(1 + )τ ιϖι +
Πτ
ι=β2Τ+1χ
ϖι
τ = β 2Τ + 1χ; :::; Τ
(7)
ανδ συβσεθυεντλψ
Τ 1=2ψβρΤ χ =
8>>>>>><
>>>>>>:
Τ 1=2
ΠβρΤ χ
ι=1 ϖι βρΤ χ = 2; :::; β 1Τ χ
(1 + )βρΤ χ β1Τ χΤ 1=2
Πβ1Τ χ
ι=1 ϖι
+Τ 1=2
ΠβρΤ χ
ι=β1Τ+1χ
(1 + )βρΤ χ ιϖι
βρΤ χ = β 1Τ + 1χ; :::; β 2Τ χ
(1 + )β2Τ χ β1Τ χΤ 1=2
Πβ1Τ χ
ι=1 ϖι
+
Πβ2Τ χ
ι=β1Τ+1χ
(1 + )βρΤ χ ιϖι + Τ
 1=2
ΠβρΤ χ
ι=β2Τ+1χ
ϖι
βρΤ χ = β 2Τ + 1χ; :::; Τ
:
Υνδερ  = χ=Τ , φορ 0 < α < β < 1, (1 + )ββΤ χ βαΤ χ = ε(β α)χ + ο(1), ανδ τηεν, φολλοωινγ
Πηιλλιπσ (1987) ωε νδ
 1Τ 1=2ψβρΤ χ
δ
!
8<
:
W (ρ) ρ   1
ε(ρ 1)χW ( 1) +
Ρ ρ
1
ε(ρ σ)χδW (σ)  1 < ρ   2
ε(2 1)χW ( 1) +
Ρ 2
1
ε(2 σ)χδW (σ) +W (ρ) W ( 2) ρ >  2
= Κχ;1;2(ρ):
Ιτ ισ στραιγητφορωαρδ το σηοω τηατ ⊥2
ΠWΨ
= βΤ χ 1
ΠβΤ χ
τ=1 ψ
2
τ + οπ(1) ανδ ⊥
2
ΗΒ
=
Τ 1
ΠΤ
τ=1ψ
2
τ + οπ(1). Τηεν, σινχε ωε χαν αλσο σηοω τηατ βΤ χ
 1
ΠβΤ χ
τ=1 ψ
2
τ
π
! 2 φορ
ανψ  , ωε νδ τηατ ⊥2
ΠWΨ
π
! 2 ανδ ⊥2
ΗΒ
π
! 2. Τηε στατεδ λιmιτσ φορ ΠWΨ ανδ ΗΒ
τηεν φολλοω φροm αν αππλιχατιον οφ τηε χοντινυουσ mαππινγ τηεορεm.
(ιι) Τηε λιmιτσ Κχ;1;2(ρ) ανδ Κχ;1;2(ρ) αρε ιδεντιχαλ απαρτ φροm ωηεν ρ >  2. Ιν τηισ
χασε, τηε τηιρδ παρτιτιον οφ (7) ισ ρεπλαχεδ βψ
ψτ =
Πβ1Τ χ
ι=1 ϖι +
ΠβρΤ χ
ι=β2Τ+1χ
ϖι; τ = β 2Τ + 1χ; :::; Τ (8)
ανδ τηεν
 1Τ 1=2ψβρΤ χ
δ
! W ( 1) +W (ρ) W ( 2); ρ >  2 :
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Υσινγ (7) ανδ (8),
ψτ =
8>>>>>>>>>>>><
>>>>>>>>>>>>:
ϖτ τ = 2; :::; β 1Τ χ
(1 + )β1Τ+1χ β1Τ χ
Πβ1Τ χ
ι=1 ϖι
+
Πβ1Τ+1χ
ι=β1Τ+1χ
(1 + )β1Τ+1χ ιϖι  
Πβ1Τ χ
ι=1 ϖι
τ = β 1Τ + 1χ
(1 + )τ β1Τ χ
Πβ1Τ χ
ι=1 ϖι +
Πτ
ι=β1Τ+1χ
(1 + )τ ιϖι
 (1 + )τ 1 β1Τ χ
Πβ1Τ χ
ι=1 ϖι  
Πτ 1
ι=β1Τ+1χ
(1 + )τ 1 ιϖι
τ = β 1Τ + 2χ; :::; β 2Τ χΠβ1Τ χ
ι=1 ϖι + ϖβ2Τ+1χ   (1 + )
β2Τ χ β1Τ χ
Πβ1Τ χ
ι=1 ϖι
 
Πβ2Τ χ
ι=β1Τ+1χ
(1 + )β2Τ χ ιϖι
τ = β 2Τ + 1χ
ϖτ τ = β 2Τ + 2χ; :::; Τ
=
8>>>>>>>>><
>>>>>>>>>:
ϖτ τ = 2; :::; β 1Τ χ

Πβ1Τ χ
ι=1 ϖι + (1 + )ϖβ1Τ+1χ τ = β 1Τ + 1χ
ϖτ + 
Πτ 1
ι=β1Τ+1χ
(1 + )τ 1 ιϖι
+(1 + )τ β1Τ χ 1
Πβ1Τ χ
ι=1 ϖι
τ = β 1Τ + 2χ; :::; β 2Τ χ
ϖβ2Τ+1χ + φ1  (1 + )
β2Τ χ β1Τ χγ
Πβ1Τ χ
ι=1 ϖι
 
Πβ2Τ χ
ι=β1Τ+1χ
(1 + )β2Τ χ ιϖι
τ = β 2Τ + 1χ
ϖτ τ = β 2Τ + 2χ; :::; Τ
:
Σινχε  = χ=Τ ωε τηεν νδ τηατ
ψτ =
8>>>>>>><
>>>>>>>:
ϖτ τ = 2; :::; β 1Τ χ
ϖβ1Τ+1χ + οπ(1) τ = β 1Τ + 1χ
ϖτ + οπ(1) τ = β 1Τ + 2χ; :::; β 2Τ χ
φ1  (1 + χ=Τ )β2Τ χ β1Τ χγ
Πβ1Τ χ
ι=1 ϖι
 
Πβ2Τ χ
ι=β1Τ+1χ
(1 + χ=Τ )β2Τ χ ιϖι + οπ(Τ
 1=2)
τ = β 2Τ + 1χ
ϖτ τ = β 2Τ + 2χ; :::; Τ
:
Ασ ρεγαρδσ ⊥2
ΠWΨ
, ωε χαν αγαιν σηοω τηατ ⊥2
ΠWΨ
= βΤ χ 1
ΠβΤ χ
τ=1 ψ
2
τ + οπ(1). Τηεν
φορ βΤ χ  β 2Τ χ, ωε νδ τηατ βΤ χ
 1
ΠβΤ χ
τ=1 ψ
2
τ = βΤ χ
 1
ΠβΤ χ
τ=1 ϖ
2
τ + οπ(1)
π
! 2.
Φορ βΤ χ > β 2Τ χ, ωριτε
βΤ χ 1
ΠβΤ χ
τ=1 ψ
2
τ = βΤ χ
 1
Πβ2Τ χ
τ=1 ψ
2
τ + βΤ χ
 1
ΠβΤ χ
τ=β2Τ χ+1
ψ2τ :
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βΤ χ 1
Πβ2Τ χ
τ=1 ψ
2
τ = βΤ χ
 1β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 1
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2Τ χ
τ=1 ϖ
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 2
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βΤ χ 1
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Τ χ
τ=β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ψ2τ = βΤ χ
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βΤ χ 1
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Τ χ
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ωηιλε
βΤ χ 1ψ2β2Τ χ+1 = 
 1
η
φ1  (1 + χ=Τ )β2Τ χ β1Τ χγΤ 1=2
Πβ1Τ χ
ι=1 ϖι
 Τ 1=2
Πβ2Τ χ
ι=β1Τ+1χ
(1 + )β2Τ χ ιϖι
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Τ χ 1
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Τ χ
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2 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2
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⊥2
ΠWΨ
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φ1  ε(2 1)χγW (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2
1
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 > 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ΗΒ
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= Τ 1
ΠΤ
τ=1ψ
2
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ΠWΨ
υπον σεττινγ  = 1, ι.ε. 2χ;1;2(1).
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Table 1. Asymptotic critical values for PWY and HB at the γ significance level,
and λγ values for UR
Critical values
γ PWY HB λγ values
0.10 1.138 1.245 1.240
0.05 1.411 1.608 1.171
0.01 1.929 2.259 1.104
T.1
(a) (τ1, τ2) = (0.45, 0.55), Case 1 (b) (τ1, τ2) = (0.40, 0.60), Case 1
(c) (τ1, τ2) = (0.45, 0.55), Case 2 (d) (τ1, τ2) = (0.40, 0.60), Case 2
(e) (τ1, τ2) = (0.90, 1.00) (f) (τ1, τ2) = (0.80, 1.00)
Figure 1. Local asymptotic power: PWY : - - - , HB : – – , UR:
F.1
(a) (τ1, τ2) = (0.45, 0.55), Case 1 (b) (τ1, τ2) = (0.40, 0.60), Case 1
(c) (τ1, τ2) = (0.45, 0.55), Case 2 (d) (τ1, τ2) = (0.40, 0.60), Case 2
(e) (τ1, τ2) = (0.90, 1.00) (f) (τ1, τ2) = (0.80, 1.00)
Figure 2. Finite sample power, T = 300, vt ∼ N(0, 1): PWY : - - - , HB : – – , UR:
F.2
(a) (τ1, τ2) = (0.45, 0.55), Case 1 (b) (τ1, τ2) = (0.40, 0.60), Case 1
(c) (τ1, τ2) = (0.45, 0.55), Case 2 (d) (τ1, τ2) = (0.40, 0.60), Case 2
(e) (τ1, τ2) = (0.90, 1.00) (f) (τ1, τ2) = (0.80, 1.00)
Figure 3. Finite sample power, T = 600, vt ∼ N(0, 1): PWY : - - - , HB : – – , UR:
F.3
(a) (τ1, τ2) = (0.45, 0.55), Case 1 (b) (τ1, τ2) = (0.40, 0.60), Case 1
(c) (τ1, τ2) = (0.45, 0.55), Case 2 (d) (τ1, τ2) = (0.40, 0.60), Case 2
(e) (τ1, τ2) = (0.90, 1.00) (f) (τ1, τ2) = (0.80, 1.00)
Figure 4. Finite sample power, T = 300, vt ∼ t5: PWY : - - - , HB : – – , UR:
F.4
(a) Case 1 (b) Case 2
Figure 5. Finite sample power across sample end dates, T = 300, δ = 1.05, (τ 1, τ 2) = (0.70, 0.80):
PWY : - - - , HB : – – , UR:
(a) Case 1 (b) Case 2
Figure 6. Finite sample power across sample start dates, T = 300, δ = 1.05, (τ 1, τ 2) = (0.20, 0.30):
PWY : - - - , HB : – – , UR:
F.5
(a) Prices (b) Dividends
Figure 7. Logarithms of Nasdaq composite real price index and real dividends, 1973:2–2005:6
(a) Prices (b) Dividends
Figure 8. Application of tests to Nasdaq composite real price index and real dividends, 1973:2–E:
PWY : - - - , HB : – – , UR: , · · · : 0.05-level critical value
F.6
